
Problemi o cifarskoj reprezentaciji
brojeva

Zadatak 1. Proizvod binomnog koeficijenta
(
64
21

)
i nepoznatog neparnog

broja iznosi
5∗ 6∗0 ∗8∗ 862 ∗1∗ 7∗7 ∗4∗ 4∗5 12∗ 9∗∗.

Odrediti cifre oznaqene zvezdicom.

Rexeǌe. Iz zapisa
(
64
21

)
= 64!

21!·43! dobijamo da najve�i stepen broja 5 koji
deli

(
64
21

)
jeste

5b
64
5 c+b

64
25 c−b

21
5 c−b

43
5 c−b

43
25 c = 512+2−4−8−1 = 5,

dok najve�i stepen broja 2 koji deli
(
64
21

)
jeste

232+16+8+4+2+1−10−5−2−1−21−10−5−2−1 = 263−18−39 = 26.

Dakle, broj iz postavke deǉiv je sa 5, i deǉiv je sa 26 ali ne i sa
27. Odatle sledi da je ǌegova posledǌa cifra jednaka 0. Obele�imo
preostale nepoznate cifre na slede�i naqin:

5a 6b0 c8d 862 e1f 7g7h4i 4j5 12k 9l0. (1)

Primetimo da zbog deǉivosti broja (1) sa 26 trocifreni zavrxetak
9l0 mora biti deǉiv sa 8, tj. 9l mora biti deǉivo sa 4, odakle do-
bijamo l ∈ {2, 6}. Najve�i stepeni brojeva 3 i 11 koji dele

(
64
21

)
jesu

321+7+2−7−2−14−4−1 = 32 i 115−1−3 = 11. Odatle, broj (1) deǉiv je sa 9
i sa 11, pa dobijamo

0 ≡ 5+ a+6+ b+0+ c+8+ d+8+6+2+ e+1+ f +7+ g+7

+ h+4+ i+4+ j +5+1+2+ k+9+ l+0

= 75+ a+ b+ c+ d+ e+ f + g+ h+ i+ j + k+ l ≡ 3+S (mod 9)

i

0 ≡ 5− a+6− b+0− c+8− d+8− 6+ 2− e+1− f +7− g+7

− h+4− i+4− j +5− 1+ 2− k+9− l+0

= 61−S ≡ 6−S (mod 11),

gde smo sa S oznaqili sumu a + b + c + · · · + l. Prethodne dve relacije
svode se na S ≡ 6 (mod 9) i S ≡ 6 (mod 11), tj. 99 | S − 6. Kako je
S zbir 12 cifara i za cifru l imamo ograniqeǌe 2 6 l 6 6, sledi
2 6 S 6 105, pa iz ovog i prethodnog zakǉuqka dobijamo S = 6 ili
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S = 105. Pretpostavimo najpre S = 105. Ovo je mogu�e samo u sluqaju
a = b = c = · · · = k = 9 i l = 6. No, tada bi qetvorocifreni zavrxetak
broja (1) iznosio k9l0 = 9960 i on bi morao da bude deǉiv sa 24 = 16,
a xto nije taqno (jer 996 nije deǉivo sa 8). Prema tome, ostaje S = 6.

Podsetimo se, l ∈ {2, 6}. Razmotrimo prvo sluqaj l = 2. Kako mora
va�iti 23 | k9l = k92, sledi k = 1 ili k = 3 (ne mo�e biti k > 5
zbog S = 6). Mogu�nost k = 3 otpada jer mora va�iti 24 | 2k9l, ali
16 - 2392. Preostaje k = 1. Tada sedmocifreni zavrxetak broja (1)
iznosi 5 121 920; no, kako je ovo deǉivo sa 27 (xto se lako mo�e videti
prime�uju�i da 26 = 64 | 512192 zbog 64 | 512000 i 64 | 192), i broj (1)
bio bi deǉiv sa 27, ali ranije je konstatovano da je on deǉiv sa 26

ali ne i sa 27, kontradikcija. Konaqno zakǉuqujemo l = 6. Sada iz
S = 6 sledi a = b = c = · · · = k = 0. Posmatrani broj je

50 600 080 862 010 707 040 405 120 960.

Zadatak 2. Oznaqimo sa S(k) sumu cifara prirodnog broja k. Dokazati da
postoji k ∈ N koje ne sadr�i cifru 9 u svom decimalnom zapisu, takvo
da va�i S(224

2017

k) = S(k).

Rexeǌe. Oznaqimo n = 224
2017

. U prvoj fazi dokazujemo da za dato n
postoji k′ ∈ N koje ne sadr�i cifru 9 u svom decimalnom zapisu,
takvo da va�i S(nk′) 6 S(k′). Neka je s broj cifara broja n.

Primetimo da se n zavrxava cifrom 6. Definiximo funkciju f
na skupu N0 na slede�i naqin: ako se j zavrxava cifrom 0 ili 1,
uzmimo tada f(j) = 7, a u svim ostalim sluqajevima f(j) = 8. Na ovaj
naqin postigli smo da je posledǌa cifra izraza 6f(j)+j uvek maǌa od
f(j). Definiximo d0 = f(0) = 7, k′0 = d0, i za u = 1, 2, . . . definiximo

rekurzivno du = f
(⌊nk′u−1

10u

⌋)
, k′u = 10udu + k′u−1 = du . . . d1d0. Fiksirajmo

sada u ∈ N0. Za sve 0 6 v 6 u, cifra na poziciji v+1 zdesna u proizvodu
nk′u iznosi:⌊

nk′u
10v

⌋
mod 10 =

⌊
n(10v · dudu−1 . . . dv + dv−1 . . . d1d0)

10v

⌋
mod 10

=

⌊
n · dudu−1 . . . dv +

n · dv−1 . . . d1d0
10v

⌋
mod 10

=

(
n · dudu−1 . . . dv +

⌊
nk′v−1
10v

⌋)
mod 10

=

(
6dv +

⌊
nk′v−1
10v

⌋)
mod 10

=

(
6f
(⌊nk′v−1

10v

⌋)
+

⌊
nk′v−1
10v

⌋)
mod 10

6 f
(⌊nk′v−1

10v

⌋)
− 1 = dv − 1
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(nejednakost na kraju sledi po definiciji funkcije f). Kako va�i
nk′u < n · 10u+1, dobijamo da nk′u ima najvixe s + u + 1 cifru, pa iz
prethodnog i ovog zapa�aǌa sledi:

S(nk′u) 6 9s+

u∑
z=0

(dz − 1) =

u∑
z=0

dz + 9s− u− 1 = S(k′u) + 9s− u− 1.

Odatle, za dovoǉno veliko u va�i S(nk′u) 6 S(k′u), xto je i trebalo
dokazati. Uzmimo k′ = k′u za takvo dovoǉno veliko u.

Dovrximo sada dokaz. Ako va�i S(nk′) = S(k′), zadatak je rexen.
Pretpostavimo zato S(nk′) < S(k′). Neka je r broj cifara broja nk′.
Definiximo

k =

S(k′)−S(nk′)−1∑
z=0

10sz + 10s(S(k′)−S(nk′))

S(n)−2∑
z=0

10rzk′.

Va�i S(k) = (S(k′)−S(nk′))+ (S(n)− 1)S(k′) = S(n)S(k′)−S(nk′). Daǉe,
broj nk zapravo predstavǉa konkatenaciju broja nk′ ponovǉenog S(n)−
1 puta i broja n ponovǉenog S(k′) − S(nk′) puta, pa sledi S(nk) =
S(nk′)(S(n)−1)+S(n)(S(k′)−S(nk′)) = S(n)S(k′)−S(nk′). Ovim je zadatak
rexen.

Napomena 1. Tvr�eǌe zadatka zapravo va�i za svaki prirodan broj
n ∈ N, ne samo n = 224

2017

. Skicira�emo dokaz. Jasno, mo�emo pret-
postaviti da se n ne zavrxava cifrom 0. Ukoliko se n zavrxava
cifrom a razliqitom od 1, dokaz je direktno uopxteǌe prvog rexeǌa:
definixemo funkciju f(a, j) koja preslikava par (a, j) u broj l takav
da se la + j zavrxava cifrom razliqitom od l (ovo je uvek mogu�e;
xtavixe, mo�emo uvek odabrati l ∈ {6, 7, 8}); nastavak funkcionixe
isto kao malopre. Me�utim, za a = 1, dokaz je, iako se zasniva na
istoj ideji, tehniqki znatno izazovniji.

Napomena 2. Izbor n = 224
2017

u formulaciji je motivisan slede�im
razlozima. Prvo, najdesnija nenula cifra broja n ne sme biti jednaka
1 (zbog prethodne napomene). Drugo, bitno je to xto za odabrano n
va�i n ≡ 1 (mod 9), jer za bilo koju drugu klasu ostataka po modulu 9
postoji znatno jednostavnije rexeǌe: naime, za n ≡ 0 (mod 9) lako se
pokazuje da mo�emo uzeti dovoǉno dugaqko k′ = 333 . . . 3336, a za n 6≡ 0, 1
(mod 9) mo�emo uzeti dovoǉno dugaqko k′ = 888 . . . 888.
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